Polynome mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring
Definitionen

° In der abstrakten Algebra ist ein Polynom eine formale Summe der Form
f=aX"+a,_X""+..+aX +a,, wobei die Koeffizienten a; aus einem Ring (R, +, ) stammen

und X (die Unbestimmte) ein formales Symbol ist.
° Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in allen Koeffizienten Ubereinstimmen.
° Polynome werden koeffizientenweise addiert und die Multiplikation ergibt sich mit dem

Distributivgesetz und aus den Regeln: X-a=a-X firalle aeR, X™- X" =X™" fir natirliche
Zahlen m und n. Als Produkt ergibt sich: EZaiX‘j-(Zbkkaz Z(Zakbi_k JX‘
i=0 k=0 i=0 \ k=0
° a, hei3t freies Glied (Absolutglied) des Polynoms f
° a, heilt dominanter Koeffizient des Polynoms f
° f =0heilst Nullpolynom und hat laut Vereinbarung den Grad —o.
° f =a, #0 heilt konstantes Polynom und hat den Grad 0.

°n heilt Grad des Polynoms f =a, X" +a,, X" +...+a,X +a,; man schreibt: grad (f )=neN,

° Der Wert des Polynoms f an der Stelle a, ist f (a)=a,a"+a,,a" ' +..+aa+a,acR.

Mit dem Horner- Schema kann die Auswertung f(a) eines Polynoms an einer bestimmten Stelle a
effizient vorgenommen werden.

Nullstellen des Polynoms

° Als Nullstellen oder Wurzeln eines Polynoms werden jene Werte von x bezeichnet, fur die der
Polynomwert f(x) Null ist. Sie sind also die Lésungen der Gleichung f(x) = 0.

° Ein Polynom tber einem Koérper (oder allgemeiner einem Integritétsbereich) hat stets héchstens so
viele Nullstellen, wie sein Grad angibt.

° Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein komplexes Polynom vom Grad n genau n

komplexe Nulistellen (x, € C,k € {1,2,..n} hat; dabei missen Nullstellen entsprechend ihrer
Vielfachheit gezahlt werden.

° Jedes Polynom f e CC[X ] vom Grad n lasst sich daher in ein Produkt von Linearfaktoren
zerlegen: f =a, (X =% )(X =%,)-...-(X =X, ), %, € C,k e{1,2,..n}.

° Gibt es ganze Nullstellen eines Polynoms mit ganzen Koeffizienten, so sind dies Teiler des freien
Gliedes. d.h. Wenn f eZ[X], f (a)=0,aeZ = ala,

° Gibt es rationale Nullstellen eines Polynoms mit ganzen Koeffizienten, so ist der Zahler der
Wourzel Teiler des freien Gliedes und der Nenner Teiler des dominanten Koeffizienten. d.h. Wenn

f eQ[X],f[gj:O, p.aeZ,q=0,(pq)=1= pla,.qla, .

°Wenn f eQ[X], f (a+b\/6):0,a,b,CGZ,\/EeZ:> f (a—b\/E):O.

°Wenn f eR[X], f(a+ib)=0,abeR,i’=-1< f(a-ib)=0.

°. Die Anzahl der nicht reellen Wurzeln eines Polynoms mit reellen Koeffizienten ist also gerade.

° Polynome ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten haben immer mindestens eine reelle
Nullstelle.

° Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten kann als Produkt von Faktoren I. Grades und Il. Grades,
ohne reelle Wurzeln, geschrieben werden.
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° Die Beziehungen zwischen den Wurzeln und den Koeffizienten eines Polynoms (Beziehungen
von Viete)
Wenn f =a X"+a, X" +...+aX +a, die Wurzeln x,X,,...,x. € C hat, dann gelten:
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Der Lehrsatz der Division mit Rest

°Wenn f,geK [X] g =0, K ein kommutativer Korper ist, dann gigt es die eindeutig bestimmten
Polynome q,r e K[X],grad(r)<grad(g) so,dass f =g-q+r.

°Wennr =0, dann ist f durch g teilbar.
° f ist genau dann durch g teilbar, wenn ein Polynom q existiert, so dass f =g-q.

° f ist genau dann durch g teilbar, wenn alle Wurzeln von g auch Wurzeln von f sind.
° a eK ist eine Vielfachwurzel der Ordnung mvon f < f (X —a)"und f /(X —a)™"

°Wenn « € K eine Vielfachwurzel der Ordnung m von f ist, dann ist « € K auch eine Wurzel der
(formalen) ersten Ableitung von f, eine Wurzel der (formalen) zweiten Ableitung von f u.s.w. und
auch eine Wurzel der (formalen) Ableitung der Ordnung m-1 von f. d.h.

f(a)=0, f"(a)=0,.., f"Y(a)=0.

° Ein Polynom f e K[ X]ist zerlegbar tiber K (mit Koeffizienten in K)

< 39,9 K][X],grad(g)=>1 grad(qg)>1so, dass f=g-q.

° Ein Polynom f eK [X]ist unzerlegbar (ber K, wenn es nicht als Produkt von Polynomen vom
Grad groRer oder gleich 1, mit Koeffizienten in K, geschrieben werden kann.



